Computertomographie - CT

Alexander Croy’ Ivo Kabadshow'
14.1.1999

Betreuer: Prof. Michael Eiermann

Institut fiir Angewandte Mathematik 11
TU Bergakademie Freiberg

A
a8

A

trahlenquelle

| —1

5

n
>
X

Sensor-
feld

Zentral-
strahl

" Phantom

(&
&

*alexander.croy@physik.tu-chemnitz.de
tivo.kabadshow@e-technik.tu-chemnitz.de



Einleitung

Archéologen, Mediziner und Techniker sind héufig mit dem Problem konfron-
tiert, die Inhalte einer ,uneinsehbaren Kammer® festzustellen. In der medizini-
schen Diagnostik zum Beispiel ist diese Kammer der Korper eines Patienten. Es
wurde lange Zeit nach Verfahren gesucht, die prézise sind und fiir den Patienten
ohne weitere Belastungen bleiben. Dieses Ziel sahen viele durch Conrad Rontgens
Entdeckung der ,,X-Strahlen® erreicht. Jedoch zeigte sich, dafl die Réntgenbilder
nicht fiir alle Anwendungen geeignet waren. Neue Wege mufiten beschritten wer-
den. Einen bis heute erfolgreichen Ansatz stellt die Verbindung von Roéntgen- und
Computertechnik in Form der Computertomographie dar. Die Zusammensetzung
aus dem griechischen Wortern Tomo und Graph, was soviel wie ,,Schicht* und
,Aufzeichnen“ bedeutet, beschreibt schon die Funktionsweise und die Vorteile
dieses Verfahrens.

Die mathematischen Grundlagen fiir diese Methode wurden bereits 1918 von dem
osterreichischen Mathematiker Johann Radon mit den Radon-Transformationen
gelegt. Diese theoretischen Betrachtungen konnten allerdings erst 50 Jahre spéter
mit Hilfe moderner Rechensysteme praktisch angewandt werden. Der Brite God-
frey N. Hounsfield konstruierte 1968 das erste Computertomographiesystem, das
auch in der Diagnostik eingesetzt werden konnte. Fiir diesen Beitrag zum Fort-
schritt der Medizin erhielt er 1979 zusammen mit dem amerikanischen Physiker
Allan Cormack, der sich schon vorher theoretisch mit dem Problem beschéftigt
hatte, den Nobelpreis fiir Physiologie und Medizin. Zu Ehren Hounsfields wird
auch heute noch der Dichtewert in der Hounsfieldeinheit HU angegeben.

Das Ziel der vorliegenden Arbeit soll die mathematische Erfassung der Computer-
tomographie als numerisches Problem und die Erarbeitung einer Computersimu-
lation sein. Dazu werden die physikalischen Grundlagen im Vorfeld diskutiert und
schlieBlich heutige Anwendungsbeispiele dargestellt. Der mathematische Schwer-
punkt liegt bei der Rekonstruktion eines zweidimensionalen Bildes aus eindimen-
sionalen Projektionen. Diese Aufgabe nimmt in der numerischen Mathematik
einen hohen Stellenwert ein, da sich ein breites Anwendungsspektrum aufzeigt.
Beispiele dafiir sind die Untersuchung der molekularen Struktur von Bakterien
mit Hilfe der Elektronenmikroskopie oder die Erstellung der Réntgenstrahlstruk-
tur aus den Uberresten einer Supernova. Das Gebiet der Computertomographie
ermoglicht einen interessanten und praktisch bedeutsamen Zugang zu diesen nu-
merischen Problemen.
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1 Physik

Die unsichtbaren Strahlen. Es ist ja offensichtlich, dafl man einem Menschen
nicht ansehen kann, wie es in seinem Inneren aussieht. Dies ist aber zum Beispiel
bei medizinischen Untersuchungen unerlésslich. Genau hier, wo das menschliche
Auge nichts mehr erfassen kann, beginnt die Arbeit der Computertomographen.
Sie verwenden dabei nicht das sichtbare Licht, sondern Rontgenstrahlung. Diese
besitzt eine hohere Wellenlinge und liegt in einem Bereich von 10~® bis 10712 m,
was einer Frequenz von 106 bis 10?2 Hz entspricht. Daher 18t sich die Rontgen-
strahlung im Lichtspektrum nach der Ultraviolettstrahlung einordnen. Was aber
macht diese Strahlung so interessant?

1.1 Zur Entstehung der Rontgenstrahlung

Rontgenstrahlung entsteht beim Abbremsen energiereicher Elektronen. Diese wer-
den aus einer Kathode emittiert, beschleunigt und prallen schlie§lich mit hoher
Geschwindigkeit ~ ¢ auf die Anode. Die Energie der Strahlung kann nach der
Gleichung E = h - f berechnet werden. Dabei ist h = 6.62618 - 1073* Js als
Planck’sches Wirkungsquantum definiert. Die Energiewerte werden in der Ein-
heit eV (Elektronenvolt) angegeben; 1 eV entspricht der Energie, die ein Elektron
bei einer Beschleunigungsspannung von 1 Volt erhélt.

Réntgenstrahlung 1“3 L'_\ s

Abbildung 1: Modell einer Rontgenrshre (aus [1])

Die in der Rontgendiagnostik auftretenden Energiewerte liegen bei:

10°eV = 1keV (Kilo-eVolt) 10%V = 1MeV (Mega-eVolt)



1.2 Eigenschaften der Réntgenstrahlung

e Rontgenstrahlen durchdringen Stoffe und werden dabei geschwécht.

Rontgenstrahlen regen bestimmte Stoffe zur Lichtemission an.

Rontgenstrahlen ionisieren Gase.

Rontgenstrahlen konnen Verdnderungen an lebendem Gewebe verursachen.

Rontgenstrahlen kénnen photographische Filme Schwarzfirben.

e Rontgenstrahlen dndern die Leitfahigkeit und Ladung von Halbleitern.

1.3 Schwichungseffekte

Fiir unsere Arbeit ist die Schwichung der Strahlung von primérer Bedeutung.
Erst dieser Effekt macht es moglich einen Querschnitt zu rekonstruieren. An
dieser Stelle soll noch einmal kurz auf die verschiedenen Schwéchungseffekte ein-
gegangen und deren Entstehung geklédrt werden.

Ro-Bremsstrahlun
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Abbildung 2: Wechselwirkung von Elektronen mit dem Atomkern (aus [1])

Absorption. FEin Teil der Energie des Rontgenquants wird dazu genutzt, ein
Atom zu ionisieren, das heifit ein Elektron aus dem Kraftfeld des Atoms zu ent-
fernen. Die verbleibende Energie wird als kinetische Energie mitgegeben. Das
emittierte Elektron wird als Photoelektron bezeichnet. Dabei sind folgende
Besonderheiten zu beobachten:

e Die Absorption nimmt mit groBerer Wellenlénge zu.

e Die Absorption nimmt mit hoherer Ordnungszahl des durchstrahlten Atoms
Zu.

e Die Absorption nimmt mit héherer Dichte des Materials zu.

e Die Absorption nimmt bei groBler werdender Dicke zu.



Streuung. Hier unterscheidet man grundlegend zwei Arten: die klassische und
die Compton-Streuung. Erstere tritt vorwiegend im langwelligen, letztere dage-
gen vorwiegend im kurzwelligen Bereich auf.

Bei der klassischen Streuung findet eine Richtungsédnderung des Rontgenquants
ohne Energieverlust statt. Dabei wird die Energie durch ein Elektron aufgenom-
men und in Form eines neuen Roéntgenquants gleicher Energie wieder abgegeben.
Bei der Compton-Streuung verlieren einige der Photonen beim vollkommen un-
elastischen Stofl mit Elektronen einen Teil ihrer Energie, die den Elektronen als
kinetische Energie zugefiihrt wird. Das Rontgenquant wird bei diesem Vorgang
abgelenkt. So ist es mdoglich, dafl neben der gestreuten Strahlung gleicher Wel-
lenlénge auch Strahlung groflerer Wellenlénge auftritt.

Die verschiedenen Schwéchungseffekte sind von der angelegten Rohrenspannung
der Rontgenrohre abhéngig.

e Bei niedriger Rohrenspannung iiberwiegt die Absorption. Die Streuung er-
folgt in alle Richtungen.
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Abbildung 3: Niedrige Rohrenspannung (aus [1])

e Bei hoher Rohrenspannung nimmt die Absorption ab. Gleichzeitig ist eine
Richtungsénderung der Streustrahlung in Richtung der Primérstrahlung zu
beobachten.

hehere Rohrenspannung

Abbildung 4: Hohe Rohrenspannung (aus [1])



Die Schwichungsgleichung. Die Grundlage fiir unsere Arbeit bildet nur eine

Gleichung. Sie stellt den Zusammenhang zwischen Eintritts- und Austrittsinten-

sitdt her.
—u-L

]out — Iin e (1)
Die in der Gleichung auftretenden Gréfien sind folgendermaflen definiert:
1 = linearer Schwéchungskoeffizient des durchstrahlten Korpers.
L = Strecke, die der Strahl in einem homogenen Material durchléuft
e = Eulersche Zahl e = 2, 718 281
I;, = Intensitat der eintretenden Strahlen

I« = Intensitat der austretenden Strahlen

Der Schwéchungskoeffizient p ist materialabhéngig. Er kann aus den verschiede-
nen Koeffizienten der einzelnen Schwichungseffekte berechnet werden.

M= T + Oklassisch 1 O compton + X

T = Koeflizient der Photoabsorption
Ouassisch = IKoeffizient der klassischen Streuung
Ocompton = Koeffizient der Compton-Streuung
X = Koeflizient der Paarbildung

Die Gleichung (1) gilt allerdings nur fiir homogene Koérper, das heifit Koérper
die aus einem Material bestehen. Der menschliche Korper ist aber aus vielen
verschiedenen Materialien zusammengesetzt. Die unterschiedliche Schwéachung in
den einzelnen Schichten mufl daher beriicksichtigt werden. Ein Réntgenquant, das
die erste Schicht mit p; durchlauft, wird geméf Gleichung (1) geschwécht. Danach
durchquert es die zweite Schicht mit ps und wird abermals geschwécht. Dabei
ergibt sich fiir die Austrittsintensitét Igi{ nach der ersten Schicht die Gleichung

](glll)t = Iin —e i Ll'

Die Eintrittsintensitat der zweiten Schicht ist die Austrittsintensitat der ersten

Schicht.

18— 1 e
Die Gleichung der ersten Schicht wird in die Gleichung der Zweiten eingesetzt.
Die Austrittsintensitét Iéi)t berechnet sich nach

2 _ —p1 L —p2 Lo __ —p1 Li—p2 Lo
Iout_([in'eu 1)'6M _[in'eu1 K .

Fiir n Schichten mit den Durchlaufstrecken Lq, Lo, ..., L, und den Schwichungs-

koeffizienten puq, pio, . . ., p, ergibt sich die Gleichung

Iy = Iy - e Li—p2 Ly—+—pin L (2)



1.4 Probleme

In der Praxis treten Probleme auf, die die Qualitét eines gescannten Bildes re-
duzieren. Eines der Hauptprobleme dabei ist das Bildrauschen. Dieses hat wie-
derum mehrere Ursachen. Der Hauptanteil wird durch das Quantenrauschen
erzeugt.

e Die Rontgenstrahlung, die fiir die Untersuchung genutzt wird, besteht na-
turgemaf aus einer endlichen Anzahl von Quanten. Die Anzahl der gemesse-
nen Quanten schwankt allerdings um einen Mittelwert, so dafl ein Rauschen
entsteht. Zur Losung des Problems kann bei lebendem Gewebe im Rahmen
der Strahlenschutzverordnung die Dosis erhoht werden.

e Ein weiteres Problem stellt die Rontgenrohre selbst dar. Die Strahlung, die
sie erzeugt ist nicht monochromatisch. Eine exakte Messung ist jedoch nur
moglich, wenn sie diese Eigenschaft besitzt, das heifit von einer Wellenlédnge
ist. (vgl. Abschnitt 1.3 auf Seite 2) Der Fehler 148t sich durch den Einsatz
von Filtern vermindern, damit wird jedoch auch die Bildqualitat reduziert,
da sich hierdurch die Signalintensitit verringert. Fiir ein genaues Bild ist
aber ein hoher Signal-Rauschabstand notig, was bedeutet, da3 der Unter-
schied zwischen physikalisch bedingtem Rauschen und dem Signal grof§ sein
muf.

e Durch die verschiedenen Wechselwirkungen eines Photons in der Elektro-
nenhiille, zum Beispiel dem Comptoneftfekt, werden die Bilder verrauscht.
Eine iibliche Gegenmafinahme zur Beseitigung der Streustrahlung ist der
Einsatz von Kollimatoren. Vereinfacht handelt es sich hierbei um Filter,
die nur Photonen einer Richtung passieren lassen.

Neben dem Bildrauschen existieren verschiedene Artefakte, die im rekonstruier-
ten Bild stérend sind.

e Zum Beispiel treten Partialvoluminaeffekte auf, da durch Diskretisierung in
endlich viele Schichten zwei Volumina mit unterschiedlichen Absorptions-
koeffizienten in einem Voxel - dem Volumelement oder 3-D-Pixel - zusam-
mengefafit werden. Es wird mit einem gemittelten Koeffizienten gerechnet.
Optisch stellen sich dann flieende Konturen statt den tatséchlich harten
Ubergingen dar.



2 Mathematik

Aus den physikalischen Grundlagen ergeben sich zwei unterschiedliche Problem-
stellungen, die auch einzeln erldutert werden sollen:

1. die Berechnung der Austrittsintensitéit eines Rontgenstrahls bei bekann-
tem Strahlengang und gegebenen Schwichungskoeffizienten der einzelnen
Schichten. Nach dem Ermitteln der Durchlaufstrecken in den verschiedenen
Materialien sind alle Gréflen der rechten Seite von Gleichung (2) bekannt,
und die Austrittsintensitdt kann berechnet werden. Dieser Fall wird als di-
rektes Problem bezeichnet.

2. die Berechnung der Schwichungskoeffizienten der durchquerten Schichten,
welche Riickschliisse auf die Materialart zulassen. Kennt man den Strahlen-
gang und mifit die Ein- und Austrittsintensitéit eines Rontgenstrahls, dann
sind in Gleichung (2) nur die Schwéchungskoeffizienten unbekannt. Aus ver-
schiedenen Strahlen, die alle eine solche Gleichung ergeben, versucht man
die unbekannten Faktoren zu ermitteln. Dieser Fall, auch als tnverses Pro-
blem benannt, ist das eigentliche Grundproblem der Computertomographie.

In diesem Abschnitt wird zunéchst ein Modell erarbeitet, dafl es ermoglicht,
die Computertomographie mathematisch zu betrachten. Das Modell beinhaltet
ein Schema, das heifit eine vereinfachte Form des tatséichlichen Vorgangs. Au-
Berdem soll es helfen die physikalischen Prozesse mit der Mathematik zu ver-
binden. Anschlieflend werden formelle Inhalte geklart, zum Beispiel verwendete
Formelzeichen und sonstige Vereinbarungen, die fiir das Verstédndnis notwendig
sind. Danach werden mit dem Modell einige Berechnungen durchgefiihrt, die als
Grundlagen fiir weitere Problemlésungen dienen. Die nachfolgenden Betrachtun-
gen beschéftigen sich zunéchst mit dem direkten und dann mit dem inversen
Problem. Der Schwerpunkt liegt beim inversen Problem und dem damit verbun-
den Losungsansatz.

2.1 Das mathematische Modell

Da die schichtweise Durchdringung eines Korpers durch die Rontgenstrahlen
nur die Betrachtung eines Querschnittes erlaubt, erscheint es sinnvoll diesen als
Grundlage des Modells zu wéhlen. Man legt den Kérperquerschnitt in den Ur-
sprung eines Koordinatensystems, wobei das Phantom selbst quadratisch sein soll
und sich auf der x-Achse von —n bis +n erstreckt, was analog auf der y-Achse
gelten soll. Die quadratische Form ermdoglicht eine einfache Abstrahierung durch
Matrizen und stellt sich auch weiterhin als praktikabler Ansatz heraus. Bei der
Projektion eines Gitters mit der Maschenweite 1 wird der Querschnitt in Qua-
drate, insgesamt 2n - 2n = 4 - n2, eingeteilt. Diese sogenannten Pixel stellen die
feinsten Strukturen unseres Korpers dar. Man geht davon aus, daf sie homogen
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sind, also daf sich der Schwichungskoeffizient in ihnen nicht dndert. Diese An-
nahme ist eine notwendige Bedingung fiir die weiteren Berechnungen. Sie stimmt
mit der Wirklichkeit, zum Beispiel verschiedener Zellgewebe als fast homogene
Einheiten, gut iiberein. Die Anzahl der Pixel mit 4 - n? li8t erkennen, daf eine
bessere Auflosung durch die Wahl eines grofleren Parameters n erreicht werden
kann. Es mufl beachtet werden, dafl damit auch der Rechenaufwand enorm an-
steigt (vgl. Abschnitt 2.5.4 auf Seite 16).

Die Rontgenstrahlen sollen von einer Rontgenquelle () ausgesandt werden, die
sich im Abstand r zum Ursprung bewegt. Bei jeder Messung wird ein Biindel
an Rontgenstrahlen emittiert, wobei die Auslenkung eines Strahles zum Zentral-
strahl a € R{—n/2; 7 /2} betrégt. Dieser verlauft unter dem Winkel ¢ vom Punkt
@ aus durch den Koordinatenursprung. Die Strahlen treten auf der einen Seite
in das Phantom ein und treffen auf das Sensorfeld, welches der Rontgenquelle
gegeniiberliegt. Das Material aulerhalb des Korpers soll den Réntgenstrahl nicht
schwichen, was bei geeigneter Eichung auch praktisch umsetzbar ist.

Das folgende Schema zeigt noch einmal den grundlegenden Aufbau und rele-
vante Grofien:

yA
n
Strahlenquelle
| —") Q
| e
>
n n X
Sensor-
feld
Zentral-
strahl " Phantom

Abbildung 5: Aufbau des Modells

Pro Durchlauf sollen step Messungen durchgefiihrt werden, das heifit die Quelle
und die gegeniiberliegenden Sensoren werden um den Winkel A¢p = th;; weiterbe-
wegt. Besteht ein Strahlenbiindel aus a Strahlen, dann werden insgesamt a - step

Messungen erfaflt.




2.2 Formelle Vereinbarungen

Dieser Abschnitt soll in der Arbeit verwendete Formatierungen und Abkiirzungen
erldutern.

Formatierung
monospaced Text z.B. Matlab e gibt Eigennamen an
Kleinbuchstaben z.B. x e bezeichnen reellwertige
Variablen

fettgedruckte Kleinbuchstaben z.B. wie v e stehen fiir Vektoren
Grofibuchstaben z.B. B e reprasentieren Matrizen
>dateiname.m< e Matlab-Programmdateien
Befehl e direkte Matlab-Befehle im

laufenden Text

2.3 Erste Berechnungen

Die Aufgabenstellungen fiir das direkte und das inverse Problem erfordern beide
zunéchst die Berechnung der folgenden Grofien:

e der Index der getroffenen Pixel, das heif3t ihre Position im Phantom,

e die Lénge der durchlaufenen Strecke in jedem Pixel.

Der Algorithmus zur Berechnung wurde im Programm >spunkt.m< (vgl. A.1)
umgesetzt und soll im Folgenden beschrieben werden.

1. Fiir die weiteren Betrachtungen werden zunéchst die Schnittpunkte der
Strahlen mit dem Gitternetz benétigt. Hierzu wird fiir jeden Strahl, der
durch Q(¢,r) und « gegeben ist, eine Punkt-Richtungs-Gleichung aufge-
stellt:

Yy—yp
prampeelL (3)

Wobei zp und yp die Koordinaten eines durchlaufenen Punktes und m der
Anstieg der Geraden ist. Diese Steigung m ergibt sich aus m = tan(¢ + «).
Nach dem Umstellen von (3) erhélt man fir y:

y=m(x —xp)+yp (4)

Und fir z:

_Yy—yr " (5)



Nach dem Einsetzen von y = —n,...,n in (5) ergeben sich die jeweiligen
Schnittpunkte mit den vertikalen Achsenparallelen.

Diese Schnittpunkte werden in der Matrix X_S abgelegt. Die Spalten in
der Matrix enthalten die x-Koordinate des Schnittpunktes eines Strahls.
Um die Léngen effizient berechnen zu koénnen, ist eine aufsteigende Sor-
tierung nach den x-Werten (X_S) und eine entsprechende Ermittlung der
zugehorigen y-Werte( Y_S) notig. Dazu werden die x-Koordinaten in eine
weitere Matrix P_X {ibertragen und die Werte x = —n, ..., n ergéinzt. An-
schlieflend kann P_X aufsteigend in die Matrix S_X sortiert werden. Durch
Einsetzen dieser Werte in (4) erhédlt man in der Matrix S_Y die entsprechen-
den y-Koordinaten. Matlab macht es moglich die Schnittpunktsberechnun-
gen simultan fiir das gesamte Strahlenbiindel durchzufiithren, weshalb die
Spaltenanzahl der Matrizen S_X und S_Y mit der Anzahl der Strahlen im
Biindel iibereinstimmt.

. Die Indizes durchlaufener Pixel, das heifit die Positionen im Phantom, sind
wichtig um spéter auf die richtigen Schwachungskoeffizienten zugreifen zu
konnen. Zuerst werden fiir die getroffenen Pixel ,, Phantomkoordinaten* aus-
gerechnet. Dieses gedachte Koordinatensystem beginnt in der linken unte-
ren Ecke mit dem Pixel (1,1); siche dazu Abbildung 6 auf Seite 9. Um
die Koordinaten zu erhalten wird der Mittelwert von zwei aufeinanderfol-
genden Schnittpunkten der jeweiligen x- bzw. y-Werte gebildet, n addiert
und anschlieend auf die nédchstgrofiere ganze Zahl gerundet. Daraus kann
nun der Index mit der Formel i = (x +y-2-n) — 2 - n berechnet werden.
Allerdings ist es moglich, daf§ Pixel auch auflerhalb des Phantoms liegen,
ndmlich dann wenn z < 1 oder x > 2 - n ist (analoges gilt fiir y). Dieser
Effekt entsteht durch das Schneiden von —n bis n. Sinnvollerweise werden
diese Pixel bei den weiteren Betrachtungen ignoriert. Daher speichern wir
die Koordinaten der entsprechenden Pixel und setzen die jeweiligen Indizes
auf einen ,harmlosen* Wert, wie zum Beispiel 1.

(1;2n) | (2;2n) (2n;2n)
4n2-2n 4n?
(1;2) (2;2) (2n;2)
2n 2n+1 4n-1
(1;1) (2;1) (2n;1)
0 1 2n-1

Abbildung 6: Schema zur Indexberechnung



3. Eine Strecke zwischen zwei Punkten A und B 1483t sich mit Hilfe des Satzes
des Pythagoras errechnen, es gilt: AB = \/(:cB —24)?+ (yg — ya)?. Nach
Einsetzen der Schnittpunktskoordinaten in die obige Formel und Aussortie-
ren auflenliegender Pixel durch Nullsetzen der Lénge, liegen die durchlau-
fenen Strecken in den einzelnen Pixeln des Phantoms von links nach rechts
VOr.

2.4 Das direkte Problem

Das direkte Problem stellt uns vor die Aufgabe Austrittsintensitdten bei gegebe-
nen Eingangsgrofien, das heifit Eingangsintensitéit und Schwéchungskoeffizienten,
zu berechnen. Da die Ermittlung der Gréflen Lénge und Index schon im vorigen
Abschnitt geklidrt wurde, soll es jetzt um konkrete Datenorganisation und die
Erstellung einer Computersimulation mit Hilfe des Mathematikpakets Matlab !
gehen.

Datenorganisation

Als erstes muf} eine effiziente Abstrahierung der vorhandenen Daten diskutiert
werden. Besonders die Fahigkeiten der Matrizenmanipulation des Programmes
Matlab sollten dabei zum Zug kommen. Da fiir das Phantom eine quadratische
Form gewéhlt wurde, kann man die Schwéichungskoeffizienten in einer 2n x 2n
Matrix anordnen:

Hi1  HM21 ... Hopd

Hi2 H22 ... Hop?2
SM = ] . )

Hi2n HM22n --- H2n2n

Die Indizes an den Koeffizienten geben die Phantomkoordinaten an. Um aber
nicht beide Koordinaten speichern zu miissen, wandeln wir die Matrix in ei-
ne 1 x 4n Matrix um, indem die Zeilen aneinandergehéingt werden. Jetzt kann
man iiber den errechneten Index auf den Schwéchungskoeffizienten im entspre-
chenden Pixel zugreifen: si = SM(i). Wenn die Indizes in einem Vektor, zum
Beispiel i abgelegt werden und damit auf die Schwichungsmatrix zugegriffen
wird, dann liefert der obige Befehl auch einen Vektor mit den zugehorigen Ko-
effizienten zuriick. Somit kann die Berechnung nach der Formel (2) fiir einen
Strahl, dessen durchlaufene Pixel bzw. deren Index im Vektor b und die ent-
sprechenden Léngen im Vektor 1 liegt, folgendermaflen implementiert werden:
Tout = exp(sum(-SM(b).*1))*Iin. Der angegebene Befehl funktioniert auch,
wenn b und 1 Matrizen sind. Jede Zeile der Matrix entspricht dann dem Index-
bzw. Langenvektor fiir einen Strahl aus dem Biindel. Das erhaltene I, ist nun
keine reelle Zahl mehr, sondern ein Spaltenvektor, der die Austrittsintensitéten
fiir jeden Stahl enthélt.

IMatlab ist ein eingetragenes Warenzeichen der The MathWorks Inc.
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Fiir die weitere Implementation ist die Vorgabe einer Schwichungsmatrix notwen-
dig. Dazu wurden die Hilfsprogramme >make_scross.m< und »make_object. m< (vgl.
A.4 und A.2) entwickelt. Ersteres erzeugt eine quadratische Matrix angegebener
Grofle und besetzt sie so, dal der entstehende Querschnitt wie ein Schweizer
Kreuz aussieht.

SC = H N

oOx® ® ©
TErETE
TErETETE
Sx®E T®T O

Abbildung 7: Schweizer Kreuz in der
Simulation

Das zweite Programm bietet die Moglichkeit ein Phantom mit Hilfe einer , gra-
phischen Oberflaiche“ zu erzeugen. Damit stehen verschiedenste Testobjekte zur
Verfiigung.

Die Simulation beginnt mit der Darstellung des Phantoms und der Strahlenquel-
le (vgl. A.3). AnschlieBend wird das Modul »spunkt.m< ausgefithrt. Die Berech-
nung der Austrittsintensitdten fiir das aktuelle Biindel erfolgt wie beschrieben.

Die Strahlenquelle wird um den Winkel 327{_67; auf dem Kreis weiterbewegt, so daf3
sich fiir ¢ = ¢ + 2% ergibt. Der Algorithmus wird solange wiederholt, bis die

step
Quelle einen vollen Kreis beschrieben hat. Die errechneten Intensititen werden

zwischengespeichert und kénnen so spéter weiterverwendet werden.

e

.. \ |I / \ | '/ ) |
NV N VN “-rr/ N

L L L L L L L
50 100 150 200 250 200 80
phi in Grad

Abbildung 8: Schwichungskurve
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Betrachtet man Abbildung 8 auf Seite 11 so zeigt sich die Abhéngigkeit der

Austrittsintensitdt von der Auslenkung des Zentralstrahls, wobei hier nur die

Schwichung desselben ausgewertet wurde. Das benutzte Phantom war ein ,, Schwei-
zer Kreuz® mit n = 2 (vgl. Abbildung 7). Man erkennt deutlich vier , Spitzen,

das heifit es gibt Winkel unter denen die Abschwichung am geringsten ist. An

diesen Stellen hat der Strahl die kiirzeste Strecke unter Schwichung zuriickgelegt.

Diese ,,Spitzen* repréasentieren sozusagen die vier fehlenden Ecken des Phantoms.

Die Kurve beschreibt den Aufbau des untersuchten Objekts. Die Rekonstruktion

eines Bildes aus diesen Mefidaten ist Thema des néchsten Abschnittes.

Das direkte Problem hat uns bei der Einarbeitung in die Materie geholfen. Wir er-
hielten so einen konkreten Einstieg in Matlab und schufen gute Voraussetzungen
fiir das anstehende inverse Problem.

2.5 Das inverse Problem

Das inverse Problem stellt die eigentliche Grundfrage der Computertomographie
dar. Es sollen aus mehreren Strahlenverlaufen, den eindimensionalen Projektio-
nen, Riickschliisse auf die Zusammensetzung eines Korpers gezogen werden, die
fiir die Erzeugung eines zweidimensionales Querschnittbildes notwendig sind. Um
das zu erreichen, wird auf Gleichung (2) zuriickgegriffen, die alle Schwichungs-
koeffizienten der von einem Strahl durchdrungenen Pixel enthélt. Nach dem Um-
stellen ergibt sich folgende Formel:

1111;m:—MlLl—Msz—"'—MnLn (6)
Die Faktoren p;...u, kommen darin nur linear vor. Man koénnte also aus n
solchen Gleichungen ein lineares Gleichungssystem bilden, dessen Losung die ge-
suchte Zusammensetzung liefert. Bei einer Auflosung von 20 x 20 ergeben sich
400 Unbekannte; es sind also 400 Gleichungen notwendig. Doch schon bei einer
Schrittweite von step = 60 (A¢ = 6°) und 9 Strahlen im Biindel erhélt man
9-60 = 540 Gleichungen. Dabei stellt sich die Frage, warum A¢ bzw. step nicht
so wahlt wird, dafl die Zahl der Gleichungen der Anzahl der Unbekannten ent-
spricht. Diese Forderung ist technisch kaum umzusetzen und wiirde die Messung
nur unnotig verlingern. Auflerdem ergeben sich durch mehr Gleichungen ver-
schiedene Vorteile bei der Bildrekonstruktion (vgl. 2.5.4).
Man benétigt somit ein Verfahren um iiberbestimmte Gleichungssysteme losen
zu konnen. Ein weiteres Problem ist die Dimensionierung des gewiinschten Bil-
des, denn schon die Verdopplung der Auflésung bedeutet eine Vervierfachung der
Anzahl an Unbekannten und damit auch eine deutliche Erhéhung des Rechen-
aufwandes (vgl. 2.5.4).
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2.5.1 Losen von iiberbestimmten Gleichungssystemen

Die ,,Losung® eines solchen Systems wird nach der Methode der sogenannten
Kleinsten Quadrate bestimmt. Diese soll nun an einem Beispiel erldutert werden.
Jede Gleichung eines linearen Gleichungssystems kann man sich als Hyperebene
vorstellen. Bei zweidimensionalen Problemen ist dies eine Gerade, bei dreidimen-
sionalen Problemen eine Ebene und so weiter. Jeder Punkt, der auf der Hyper-
ebene liegt, stellt damit eine Losung der Gleichung dar. Der Schnittpunkt zweier
Geraden, die Teil eines Gleichungssystems mit zwei Unbekannten sind, 16st al-
so beide Gleichungen. Demnach besitzt ein Gleichungssystem dann eine Losung,
wenn sich alle Hyperebenen in einem Punkt schneiden. Bei iiberbestimmten Glei-
chungssystemen ist das nicht mehr zu garantieren. Betrachtet man zum Beispiel

y = 0.2
r—y = 0
r+y =

Abbildung 9: Graphische Darstellung des Beispiels

(vgl. Abbildung 9 auf Seite 13) so erkennt man, dafl keine Losung existiert. Man
kann aber fiir jeden Punkt (z1;z2) messen, wie ,gut” er die Gleichungen erfiillt.
Dabei ist 0.2 — x5 der Fehler in der ersten Gleichung, 0 — 21 — x5 in der zweiten
und 1 — 0.5 - &1 — x5 der Fehler in der dritten Gleichung. Um zu beurteilen, wie
gut (z1; x9) alle drei Gleichungen erfiillt, verwenden wir als Mafl r = (0.2 —z9)?+
(0 — 2y —23)*+ (1 = 0.5- 21 — 29)?. Offensichtlich géibe es nur dann einen Punkt
(1;x9) mit 7 = 0, wenn das Gleichungssystem eine Losung besitzen wiirde. Da
dies in unserem Beispiel nicht zutrifft, wollen wir (z1;z5) jetzt so wihlen, daff r
minimal ist. Es ergibt sich

x1 = 0.6 , To = 0.5

mit 7 = (—0.3)% 4+ (=0.1)® + (0.2)? = 0.14. Fiir jeden anderen Punkt (Z;15) ist
r > 0.14.

13



Diese ,optimale Losung” bestimmt man durch das Losen der Gaufischen Nor-
malgleichungen. Schreibt man unser iiberbestimmtes Anfangssystem in der all-
gemeinen Form

Ax = b,

dann gibt es im allgemeinen kein x mit b — Ax = 0. Also bestimmen wir x so,
dafl der Residualvektor r = b — Ax eine moglichst kleine Lénge besitzt. Gesucht
ist ein Vektor x* fiir den Ax* nahe an der rechten Seite von b liegt.

Abbildung 10: Schema fiir die beste Naherungslosung

Die Abbildung 10 zeigt, dafl die Losung durch folgende Beziehung charakterisiert
ist
(b—Ax") L1 Ax (fiir alle x).
Dabei bedeutet v L w, dafl die Vektoren v und w senkrecht aufeinander ste-
hen. Diese Bedingung ist erfiillt, wenn das Skalarprodukt gleich Null ist, also
fiir
Axe (b — Ax*) =0

Das Skalarprodukt zweier Vektoren x und y ist als Summe iiber die Produkte
der Einzelkomponenten z; - y; definiert: x e y = " , x; - ;. Damit kann es auch

durch das Produkt der transponierten Matrix x7 und y ausgedriickt werden:
x'y = x o y. Auf unsere urspriingliche Forderung angewandt, ergibt sich

(Ax)'(b — Ax*) =0

Nach dem Umstellen und Ausmultiplizieren erhélt man x7 AT (b — Ax*) = 0 oder
xT(ATb — AT Ax*) = 0. Diese Gleichung soll fiir alle x gelten, was dquivalent ist
zu

ATb — ATAx* =0
Man erhélt die GaufSsche Normalgleichung

ATAx* = A™Tb (7)

Die Anzahl der Gleichungen dieses Systems entspricht der Anzahl der Unbekann-
ten, da AT A eine quadratische Matrix ist. Damit kann man jetzt versuchen die
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Losung zu bestimmen. Dieses x* erhiilt man durch x* = (ATA)"1ATb. Aufier-
dem ist zu erkennen, daf§ die Beziehung auch dann gilt, wenn das urspriingliche
System Ax = b losbar ist. In diesem Fall ergibt sich die exakte Losung.

Durch die Gaufische Normalgleichung haben wir eine Moglichkeit, das iiberbe-
stimmte Gleichungssystem zu losen. Es zeigt sich jedoch, dal diese Methode
nicht immer den effizientesten Ansatz darstellt.

2.5.2 Iterationsverfahren

Wie beschrieben, besitzt die Gaulsche Normalgleichung auch Nachteile. Betrach-
ten wir dazu folgendes Beispiel, das dem inversen Problem entnommen wurde.
Grundlage bildet ein ,,Schweizer Kreuz“-Phantom mit n = 10. Es werden ins-
gesamt 90 Messungen durchgefiihrt, das heifit eine Messung aller 4°. Das Strah-
lenbiindel enthélt 9 Strahlen. Man erhélt 810 Gleichungen bei 400 Unbekannten.
Die Abbildung 11 auf Seite 15 zeigt die Besetzung der 810 x 400 Matrix A und
der 400 x 400 Matrix AT A.

301

4001

500¢

SIS

200 300 400
nz = 115640

601

700}

800L k|
0 100 200 300 400
nz = 22083

Abbildung 11: Besetzung des Gleichungssystems

Wie zu erkennen ist, besitzt die Ausgangsmatrix A nur 22083 von Null verschiede-
ne Eintriige, wihrend AT A 115640, also mehr als fiinf mal so viel solche Eintréige
beinhaltet. Das fiihrt zu erheblichen Speicherproblemen, sobald gréfiere Matri-
zen gewihlt werden. Auflerdem hat die Losung von AT Ax* = ATb durch Gau-
Belimination eine Komplexitidt von dim(A)S, was im Beispiel etwa 64 Millionen
Rechenoperationen erfordert.

Man ist bemiiht Verfahren zu finden, die ohne Verwendung der Normalgleichung
direkt mit A operieren und dabei die senkrechte Beziehung ausnutzen. Interessant
sind Algorithmen bei denen die Koeffizientenmatrix A nur iiber Matrix-Vektor-
Operationen eingeht. Dies fiihrt zu Iterationsverfahren, bei denen ausgehend von
einem Startwert xg sukzessive bessere Naherungen i, xo, 3, ... berechnet wer-
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den, wobei die wesentliche Operation beim Ubergang von z,, zu 2,1 eine Multi-
plikation mit A ist. Ein solches Verfahren ist zum Beispiel das Kaczmarz-Verfahren.

2.5.3 Simulation

Die Simulation unterscheidet sich nicht wesentlich von der des direkten Problems.
Zundchst wird ein Testobjekt, also eine Schwéchungsmatrix, geladen und die
MeBwerte aufgenommen, um den realen Mefivorgang nachzuahmen. Nach dem
Erfassen der Werte, wird die vorgegebene Schwachungsmatrix aus dem Speicher
entfernt und anschliefend das Gleichungssystem gelost. Dabei kann der Algorith-
mus zur Gauflschen Normalgleichung angewandt werden.

Im Folgenden soll ein Beispiel fiir die Rekonstruktion durch die beschriebenen Al-
gorithmen angefiihrt werden. Das gestellte Problem beinhaltet 400 Unbekannte
(20 x 20 Phantom) und 810 Gleichungen (90 Schritte bei 9 Strahlen). Abbildung
12 zeigt das Ausgangsphantom und Abbildung 13 das rekonstruierte Phantom.
Erkennbare Unterschiede sind dabei auf Rechenungenauigkeiten, wie zum Beispiel
Rundungen, zuriickzufiihren.

-0
-0 -5 0 5 10 Jac ™) -5 0 5 10

Abbildung 12: Gegebenes Phan- Abbildung 13: Rekonstruiertes
tom Bild

2.5.4 Probleme

Schon bei unserer , kleinen“ Simulation sind wir auf verschiedene Probleme ge-
stoflen, die auch in der Praxis Bedeutung haben.

Vor allem die folgenden wéren dabei zu erwidhnen:

e die mit der Auswertung verbundene Rechenzeit - hauptséichlich fiir die
Losung des Gleichungssystems. Zum Losen dieses Problems kann man zum
Beispiel auf die schon angesprochenen Iterationsverfahren zuriickgreifen.
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e die Auswirkungen von (kleinen) Meffehlern bei inversen Problemen. Zur

Untersuchung der moglichen Effekte konnen kleinere Meffehler simuliert
und die gewonnenen Ergebnisse ausgewertet werden. Daraus lassen sich
dann Moglichkeiten zur Reduzierung des Effektes erarbeiten.
Die Abildungen 14 und 15 zeigen in dem Zusammenhang die rekonstruierten
Bilder bei einem simulierten Fehler von etwa 3 Prozent. In beiden Faillen
wurde das Ausgangsphantom von Abbildung 12 mit einer Gréfe von 20 x 20
verwendet. Zur Erzeugung von Bild 14 setzten wir 60 Schritte ein, was einer
Anzahl von 540 Gleichungen entspricht, und bei Bild 15 wurden 90 Schritte
mit 810 Gleichungen benutzt.

0 "t -5 0 5 10

Abbildung 14: Bild bei 540 Glei- Abbildung 15: Bild bei 810 Glei-
chungen chungen

Wie deutlich zu erkennen ist, hat sich die Qualitdt von Bild 14 zu Bild 15
gesteigert. Die grofiere Anzahl an Gleichungen hat die Rekonstruktion also
verbessert. Die Abbildungen 16 und 17 auf Seite 18 verdeutlichen diesen
Zusammenhang noch einmal. Sie stellen die Abweichung des berechneten
Phantoms zum Ausgangsphantom dar.
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Unterschiede zum Ausgangsphantom
o
o @

Unterschied zum Ausgangsphantom
)

L L L L L L L 15 L L L L L L L
0 50 100 150 200 250 300 350 400 0 50 100 150 200 250 300 350 400
Index der Schwachungsmatrix Index in der Schwachungsmatrix

Abbildung 16: Unterschiede bei Abbildung 17: Unterschiede bei
540 Gleichungen 810 Gleichungen

2.6 Bedienung der graphischen Oberfliche

In diesem Kapitel wird anhand von Beispielen dargestellt, wie der Nutzer die gra-
phische Oberflache fiir das direkte bzw. inverse Problem benutzen kann. Mit Hilfe
von ,,Screenshots” werden dem Benutzer die einzelnen Schaltflichen und Einga-
bebereiche erklart. Die Oberfliche wurde mit Hilfe des Matlab Paketes erzeugt,
und alle Berechnungen werden iiber Matlab ausgefiihrt.

2.6.1 Interface - direktes Problem

Das Programm simuliert das direkte Problem. Es wird ein Kérper vorgegeben
(z.B. Schweizer Kreuz) und die dazugehorigen Schwéchungswerte werden berech-
net. Vereinfacht bedeutet dies, daf§ zu einer bestimmten Anfangsintensitdt die
Schwiachung durch den Korper berechnet wird. Der Vorgang kann fiir beliebig
viele Strahlen unter beliebigen Winkeln wiederholt werden. Das Programm er-
zeugt nach einem Durchlauf einen Vektor in dem die Intensitdten abgespeichert
sind.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, daf die theoretisch mogliche Anzahl belie-
big vieler Strahlen praktisch nicht umsetzbar ist. Sie héngt hauptséchlich von der
Geschwindigkeit des eingesetzten Rechnersystems ab. Eine zu hohe Strahlenan-
zahl kann zu langen Wartezeiten fithren. Dies sollte bei der Anwendung beachtet
werden, da auch die entstehende Matrix einen nicht unerheblichen Bedarf an Ar-
beitsspeicher benétigt (vgl. Abschnitt 2.5.4 auf Seite 16).

Die Oberfléche ist in zwei Bereiche unterteilt. Im rechten Teil befindet sich die
Steuerleiste zum Eingeben der Parameter. Im linken Teil des Fensters befindet
sich die Ausgabe. Beim Start des Programms sind bereits Parameter vorgegeben.
Falls diese beibehalten werden sollen, dann kann die Simulation sofort iiber den
Start-Button gestartet werden.

Zum Andern der Parameter wird die Maus in das Feld bewegt. Durch einen
Mausklick wird das Feld aktiviert - der gewiinschte Wert kann eingetragen wer-
den.
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'_ CT Sirulation - direktes Prokblem
File Edit Windows Help

Schritte

Intensitat

‘Spreizung *

Strahlen

Startwinkel

step 2 time 0.22

Abbildung 18: Benutzeroberfliche des direktes Problems

Bedeutung der Parameter

Grofle Mit diesem Parameter wird die Grole des Objektes angegeben. Dabei
ist zu beachten, dafl der eingegebene Wert quadratisch in das Ergebnis
einfliet. Der Wert 4 erzeugt einen Korper von 8 x 8 Pixeln.

Schritte Der Parameter ,,Schritte“ gibt an, in wieviel Schritten das Strahlenbiindel
das Objekt umkreist. Der Wert 4 bewirkt somit eine Messung im Abstand
von 90°.

Intensitdt Durch die Angabe der ,Intensitdt kann die GroBenordnung der
Schwichungswerte gedndert werden. Das Verhéltnis Eintritts- Austrittsintensitét
bleibt trotzdem erhalten.

Spreizung Die Quelle sendet gewthnlich mehrere Strahlen aus. Durch die Wahl
des Parameters kann der Uberdeckungswinkel des Strahlenbiindels bestimmt
werden. Dabei bezieht sich die Angabe in Grad auf den Winkel zwischen
den beiden duferen Strahlen.

Strahlen Neben dem Zentralstrahl konnen weitere Strahlen erzeugt werden, um
MeBergebnisse aufzunehmen. Der Wert 9 erzeugt zusétzlich zum Zentral-
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strahl 8 weitere Strahlen. Bei der Angabe der Strahlen ist auf einen unge-
raden Wert zu achten.

Startwinkel Durch die Angabe dieses Parameters kann bestimmt werden, wo
sich die Quelle zum Zeitpunkt des Starts befindet. Die Angabe von 90°
positioniert die Quelle genau senkrecht iiber dem Objekt.

Neben der Moglichkeit zur Veréinderung der Parameter wurden noch zwei Schalter
eingerichtet. Durch Klicken mit der Maus auf das jeweilige Késtchen kénnen diese
aktiviert bzw. deaktiviert werden. Der erste Schalter ist der Animation-Schalter.
Wenn dieser aktiviert wird, kann der Benutzer die einzelnen Rechenschritte der
Simulation beobachten. Da dies jedoch zeitaufwendig ist, sollte - falls nur die
Schwachungsintensitédten gesucht sind - auf diese Option verzichtet werden. Dar-
unter befindet sich ein Schalter, der mit Verlauf gekennzeichnet ist. Durch die
Aktivierung kann nach durchlaufener Simulation eine Schwachungskurve darge-
stellt werden. Die berechneten Daten konnen in einer Matrix fest abgespeichert
werden. Dazu ist nach beendeter Simulation der Export-Button zu driicken. Die
Daten werden in der Datei >direct.mat< gespeichert.

Statuszeile Im unteren Teil der Ausgabefldche befinden sich noch zwei Status-
werte, die dem Benutzer einen Uberblick iiber den aktuellen Stand der Simulation
liefern. Die Ausgabe des step-Wertes gibt die Anzahl der Schritte an, die schon
abgearbeitet wurden. Mit Hilfe des time-Wertes kann die benétigte Rechenzeit
des Programms kontrolliert werden.

2.6.2 Interface - inverses Problem

Fiir die Berechnung des inversen Problems wurde die Oberflache nur in einzelnen
Teilpunkten geédndert. So kann der Benutzer zum Beispiel sein Objekt vorgeben,
daf direkte Problem l6sen und anschlieflend aus den sich ergebenden Werten das
inverse Problem l6sen.

Grundlegend wurden folgende Punkte gegeniiber der Oberfliche vom direkten
Problem geéndert.

e Die Parameter werden deaktiviert, da diese fiir das inverse Problem nicht
benotigt werden, zumindest beim Import von Mefldaten.

e Um dem Anwender die Moglichkeit des Ladens einer vorgegebenen Datei zu
ermdoglichen, wird der Export-Button in einen Load-Button umgewandelt.
Weiterhin existiert ein Solve-Button, der den Start-Button ersetzt.
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Abbildung 19: Benutzeroberfliche des inversen Problems

3 Anwendung

Uber hundert Jahre ist es nun her, seit Wilhelm Conrad Rontgen 1895 als Profes-
sor fiir Physik an der Universitdat Wiirzburg die X-Strahlen entdeckt hat. Jedoch
erst 1968 gelang es Godfrey N. Hounsfield und Allan M. Cormack den ersten
Computertomographen zu entwickeln. Dafiir erhielten sie 1979 den Nobelpreis
fir Physiologie und Medizin (sieche dazu auch [9]).

Abbildung 20: Allan M. Cormack Abbildung 21: Godfrey N. Houns-
1924-1998 (aus [8]) field 1919 - (aus [8])

Das Grundprinzip der Computertomographen hat sich bis heute nicht veréndert.
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Eine Rontgenquelle bewegt sich schrittweise um den Patienten, wiahrend auf der
gegeniiberliegenden Seite die geschwichten Rontgenstrahlen mit einem Detektor-
feld aufgefangen werden. Dieses erlaubt die Erstellung eines Mefiprofils, das heifit,
eine Auswertung verschieden geschwéchter Strahlen.

{ t_(;rg

B

Detectors [

L

Abbildung 22: Funktionsprinzip eines Computertomographen (aus [4])

In nur wenigen Jahren wurden die Computertomographen schnell weiterentwickelt.
Wihrend die erste Generation noch eine Mefzeit von 5 Minuten benétigte, ver-
ringerte sich die Mefizeit iiber die Jahre auf lediglich 1-2 Sekunden. Auch die
Anzahl der installierten Detektoren verdnderte sich. Wurde anfangs lediglich 1
Detektor eingesetzt, so benotigt man heute fiir prazise Messungen iiber 1000 De-
tektoren. Neben den fiir die Messung eingesetzten Geréten erfordert die moderne
Computertomographie weitere technische Komponenten. Fiir die Erzeugung der
Rohrenspannung ist ein Hochspannungsgenerator notig, der eine stabile Span-
nung liefern mufl. Aulerdem benétigt man zur Rekonstruktion der Bilder einen
Hochgeschwindigkeitsrechner, der die anfallenden Gleichungssysteme schnell und
effizient 16sen kann. Auch an die Software, die solch ein System betreibt, werden
hohe Anforderungen gestellt. So wird zum Beispiel ein Algorithmus benotigt, der
die Erfassung der Mefldaten {ibernimmt und die Bildrekonstruktion bzw. Bild-
verarbeitung realisiert. Die Grofie der einzelnen Bildelemente (Pixel) liegt derzeit
bei 0,4 x 0,4 mm. Die Schichtdicke der Messung betrégt zwischen 1 und 12 mm.
Die Darstellung der einzelnen Schicht erfolgt mit einer Auflosung von 256 x 256
bzw. 512 x 512 Pixeln. Die Genauigkeit und der Fakt, daf§ die Lage von Organen
und der Unterschied von gesundem und krankem Gewebe bestimmt werden kann,
revolutionierte die Radiologie. Es war erstmals mdoglich, akut kranke Personen zu
untersuchen, ohne dabei weitere Belastungen zu erzeugen, die das Leiden ver-
schlimmern kénnten. Die Dichte- bzw. Absorptionsmessung erfolgt Hounsfield zu
Ehren in der Hounsfield - Einheit (HU). Dabei wird davon ausgegangen, dafl der
Absorptionswert von Geweben und die physikalische Dichte linear abhéngig sind.
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Abbildung 23: Typisches Schiadel-CT Bild (aus [7])

Die Dichtewerte werden nach folgender Gleichung berechnet:

HU = H— HH0 1000
HH>0

Mit Hilfe der Hounsfield-Skala werden die Schwachungskoeffizienten verschiede-
ner Korpergewebe berechnet. Fiir Luft ergibt sich ein Wert von —1000 HU, Blut
besitzt einen Wert von 412 HU, und Knochen einen Wert von +200 bis +1000
HU.

Die Computertomographie hat derzeit einen Stand erreicht, der fiir ,normale”
Untersuchungen ausreichen wiirde. Die Scan- bzw. Berechnungszeiten liegen le-
diglich im Sekundenbereich. Jedoch ist eine Untersuchung des Brustkorbs oder
des Herzens schwer moglich, da diese durch Atmung und Herzschlag beeinflufit
werden und somit das Bild , verwackeln®“. Derzeit arbeitet man an Ultra-Fast-
CTs (UFCT), die dennoch eine Aufnahme solcher Bereiche moglich machen. Die
Scanzeiten beim UFCT sind dabei soweit verkiirzt worden, dafl die Bewegung der
Herzmuskeln oder des Brustkorbes das Bild nicht mehr beeintrachtigen.
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Technische Angabe

Mittelklasse CT

Hochleistungs CT

Meffeld 45 cm 50 cm
Strahlenficher 42 Grad 50 Grad
Detektorenmaterial Xenon Xenon
Detektorenanzahl 850 1300
MeBwerte (512 x 512) 110000 1000000
MeBprofile (512 x 512) 130 800
Schichtdicke 2,4,6,8,10 1, 3,5, 8, 10
Mef3zeit 240 Grad 2,58 1,25
Mef3zeit 360 Grad 45s 1,9s
Bildrechenzeit 14 s 4
CT-Werte-Skala -1000 bis 3000 HU -2000 bis 4000 HU
Bildpunktgrofie 0,1 -1 mm 0,05 - 1,5 mm
Roéhrenumdrehung 9000 U/min 9000 U/min
Funktionsgarantie 60 000 Aufnahmen 60 000 Aufnahmen
= Integratad
X-Ray Generator : wi’.‘ R
Patient Table

Computer

Control Console

Abbildung 24: Das von Siemens entwickeltes Gerdt SOMOTOM Plus 4(aus [4])
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4 Schlu3betrachtungen

Am Beispiel der Computertomographie kann man erkennen, wie wichtig es ist,
verschiedene Wissenschaftszweige miteinander zu verbinden. Die Realisierung der
CT-Gerédte wurde iiberhaupt erst durch das Zusammenspiel von Physik, Mathe-
matik und Technik moglich.

Mit dieser Arbeit wollen wir einen Einblick in die Computertomographie und die
Problematik, ein praktisches Problem mathematisch zu erschliefen, geben. Sie soll
auBerdem einen Uberblick iiber die heutige Technik liefern und helfen, die dahin-
ter stehende Theorie greifbar zu machen. Es bietet sich auch ein breites Spektrum
an Fortsetzungsmoglichkeiten an. So kénnte man zum Beispiel das mathemati-
sche Modell so verbessern, daf§ die Berechnung schneller erfolgt. Zusétzlich ist
eine 3-dimensionale Rekonstruktion moglich. Zur Veranschaulichung und Uber-
priifung der aufgestellten Anséitze wire der Aufbau einer Versuchsapparatur, die
beispielsweise mit sichtbarem Licht funktioniert, denkbar.

Die heute in der Praxis eingesetzten Methoden zur Rekonstruktion sind sehr
kompliziert und erfordern den Einsatz von hochspezialisierten Geréten. Die Wei-
terentwicklung der Tomographen ist seit Hounsfield ein anhaltender Prozess und
selbst heute ist ein Ende dieser Entwicklung nicht abzusehen. Derzeit wird nach
immer schnelleren und exakteren Verfahren gesucht, die es den Arzten erlauben
Patienten noch besser zu versorgen. Hier sind wieder die Mathematiker gefragt,
neue Moglichkeiten aufzuzeigen, welche schliefilich durch die Technik eine An-
wendung finden.

Abschlielend mochten wir uns bei der TU Bergakademie Freiberg und beson-
ders unserem Betreuer Professor Michael Eiermann fiir die Unterstiitzung bei
diesem Projekt bedanken.
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A Anhang

Dieses Kapitel zeigt den von uns erstellten Quellcode zur Berechnung des direk-
ten Problems. Zusétzlich finden sich hier auch noch Zusatzprogramme, die die
Erzeugung von Phantomen (Kérper) erleichtern.

A.1 Berechnung der Schnittpunkte - >spunkt.m<

% Berechnung der Strahlenschnittpunkte mit dem Phantomgitter

b

% Parameter: n - Groesse des Phantomgitters

pA s_a - Anstiege der Strahlen im Buendel
yA Q - Quellpunkt

% Berechnung der y-Schnittpunkte von x = -n bis n

Y_S = diag(s_a)*(ones(length(alpha), 1)*[-n:n]-Q(1))+Q(2);

% Berechnung der x-Schnittpunkte von y = -n bis n
X_S = (ones(length(alpha), 1)*[-n:n]-Q(2))./(diag(s_a)*ones(length(alpha), 2*n+1))+(

% Ordnen der Schnittpunkte (x-aufsteigend)
P_X = [ X_S’ ; diag([-n:n])*ones(size(X_S’))];

[S_X, i] = sort(P_X);
S_Y = (S_X-Q(1))*diag(s_a)+Q(2);

% Indizes der durchlaufenen Pixel

% Phantomkoordinaten berechnen
B_X = ceil(average(S_X)+n);
B_Y = ceil(average(S_Y)+n);

% Auffinden aussenliegender Pixel
i = find(B_X < 1 | B_X > 2#n);
j = find(B_Y < 1 | B_Y > 2*n);

% Index fuer Schwaechungsmatrix
B = [B_X+B_Y#*2*n]-2%n;

% Aussortieren der aussenliegenden Pixel

B(i)=ones(length(i),1);
B(j)=ones(length(j),1);
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% Laengenberechnung (Pythagoras)
len = sqrt(diff(S_X). 2+diff(S_Y)."2);

% Aussortieren der aussenliegenden Pixel
len(i)=zeros(length(i),1);
len(j)=zeros(length(j),1);

A.2 Erstellen einer eigenen Schwichungsmatrix - >make_object.m<

% Eingabeparameter abfragen
MSIZE = input(’Groesse (n):’);
f = input(’Schwaechungsfaktor:tl’);

% leere Matrix erzeugen (mit Nullen gef"ullt)
M = zeros(MSIZE,MSIZE);

/» neue Figur erzeugen
figure;
hold off

% Gitternetz zeichnen und Achsen angleichen
[tx, ty] = meshgrid(0:MSIZE, 0:MSIZE);

plot(tx, ty, ’-w’), hold on, plot( ty, tx,’-w’)
axis([0 MSIZE 0 MSIZE])

% Mausposition abspeichern
[x, y, buttons] = ginput(1l);

% Beim Klick wird das Feld unter der Maus markiert
while(buttons ~= 2)
if buttons ==
£fill( [floor(x) ceil(x) ceil(x) floor(x) floor(x)],
[ceil(y) ceil(y) floor(y) floor(y) ceil(y)], ’w’)
M(ceil(x), ceil(y)) = f;
elseif buttons ==
£fi11( [floor(x) ceil(x) ceil(x) floor(x) floor(x)],
[ceil(y) ceil(y) floor(y) floor(y) ceil(y)], ’k’)
M(ceil(x), ceil(y)) = 0;
end
[x, y, buttons] = ginput(1);
end
close;
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% neu erstellte Matrix wird in Datei gespeichert
MFNAME = input(’Dateiname: ’,’s’);
if MFNAME ~isempty (M)
M=M’;
save (MFNAME, °M’);
end

A.3 Berechnung der Schwichung - >ct_dcalc.m<
function CT_dcalc

% Parameter festlegen

alpha=[-4:4]*pi/48,;

n=10;

% Index fuer jedes Feld der Matrix erzeugen

SC = reshape(make_scross(n),2*n,2%n) ;
SM = reshape(SC’,4*n*n,1);

phi=0;

r=2%n;

Q=r*[cos(phi);sin(phi)];

Iin = 100;

step = 45;

% Berechnen der Schnittpunkte

I=10,;

for k=1:step
phi=k*2xpi/step;
s_a=tan(phi+alpha);
Q=r*[cos(phi);sin(phi)];

% Zeichnen des Phantoms; besteht aus regelmaessigem Gitter
% mit Maschenweite 1 von -n bis +n
[x,y]=meshgrid([-n:1:n],[-n:1:n]);

% graphische Ausgabe des Phantoms
colormap(gray) ;

figure(FIG), hold off,
image(0.5-n,0.5-n, (SC’+0.5)*60) ;
set(gca, ’YDir’, ’normal’);

hold on,

plot(x,y,’-g’), hold on, plot(y,x,’-g’)
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% Zeichnen der Quelle und des Kreises, auf dem sich die Quelle bewegt
kreis_x=r*cos(2*pi*[0:200]/200) ;

kreis_y=r*sin(2*pi*[0:200]/200) ;

plot(kreis_x,kreis_y,’-r’)

plot(Q(1),Q(2),’or’)

% Zeichne Zentralstrahl

plot ([Q(1) -Q(1)],[Q(2) -Q(2)],’-y”)
P=Q*ones(1,length(alpha))-[cos(alpha+phi) ;sin(alpha+phi)]
xdiag(cos(alpha))*2x*r;

for j=1:length(alpha),

plot ([Q(1) P(1,3)]1,[Q(2) P(2,3)],’-c’)

end

axis([-r r -r r])

axis(’square’)

axis(’off’)

% Funktionsaufruf
spunkt

% Austrittsintensitaeten
ST = reshape(SM(B), 41, 9);
Tout = exp(sum(-ST.*len))*Iin;
end

A.4 Erzeugung des Schweizer-Kreuz - >make_scross.m<

function R = make_scross(n)

% Schwaechungskoeffizient
f =0.7;

% Erzeugung einer quadratischen Matrix der Groesse n
M = zeros( n, n);

% Auffuellen der Matrix mit den Schwaechungskoeffizient
M(1l:ceil(n/3),1:ceil(2*n/3))=ones(ceil(n/3), ceil(2*n/3))x*f;
M(1:ceil(2*n/3),1:ceil(n/3))=ones(ceil (2*n/3), ceil(n/3))x*f;

% Durch Drehung und Verbindung der einzelnen Matrizen wird Schweizer Kreuz erzeugt
M = [ rot90(rot90(M)) rot90(M);rot90(rot90(rot90(M))) M];

% Index fuer Berechnung umsetzen
R = reshape(M,1,4*n*n) ;
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